» El trabajo, se define como el producto escalar de la fuerza
por el espacio recorrido. Segun la definicion de producto
escalar, el trabajo se puede definir como el producto de la
componente de la fuerza en direccion del desplazamiento,
por el propio desplazamiento. Ya que : | =F ds.=F-ds-cosp)|

A

Representacion
riifica del trabajo de una fuer-
Fa Constante

Foas 3

Representacidn
griifica del trabajo

Fcoso, es la componente en direccion del desplazamiento.

Si la fuerza es constante :W=Fcos@(s,-s;). Y representa el area
del paralelogramo de la figura.

Si la fuerza no fuese constante, todo consiste en considerar
trabajos elementales para desplazamientos elementales, en
los que la fuerza podamos considerarla constante, y donde

ds — dr; y el trabajo elemental serd : dW = F - dr.
El trabajo finito entre 1 y 2, serd la suma de los infinitos

sumandos diferenciales (La integral) :
2 -
W= L Fdr. Si At — 0 entonces los rectangulos

tienden a los trapecios, y el trabajo total viene dado por el area

bajo la curva.

Para una curva, a lo largo de la cual, actaa la
fuerza se escribe : [ _ § Far
[

Que en matematicas, se denomina, circulacion de F a lo largo de 1. Con lo que podré definir el trabajo:
como la circulacion del vector fuerza a lo largo de la trayectoria seguida por la particula

M. Vazquez
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Campo gravitatorio (II), Introduccion (I), teorema de las
fuerzas vivas, 1dea de campo escalar y vectorial

Trabajo de una fuerza i Teorema de las fuerzas vivas
w = ["Fdr = ij IF jB 5,67 —
A A dt A

Teniendo en cuenta que : mv.dv =

Y m2v.dv = Vomd (5.5)
de[%mvz]=l/2mv§ —1/2mv?;
W=Ey—-E=AE.

campo de velocidades
"‘-——#“__""

El significado del trabajo en fisica, parece no coincidir con lo que se entiende en el lenguaje
corriente, pues en fisica, no hay trabajo si no existe desplazamiento; pero si sujeto un cuerpo, a
determinada altura ,0 empujo un objeto sin desplazarlo, considero que estoy realizando un
trabajo, en el lenguaje corriente. Lo que ocurre, es que en esta situacion, son los musculos de
fibra estriada los que realizan el trabajo, con contracciones y relajaciones sucesivas.

Llamamos campo, a toda perturbacion real o ficticia del espacio, determinada por la
asignacion a cada punto, del valor de una magnitud .

. de temperaturaj

Los campos pueden ser: escalares y vectoriales, segun que la magnitud que se asigna a
cada punto del campo, sea un escalar o un vector:

Ejemplos :La superficie de una plancha caliente, es un campo escalar de temperaturas . Las
velocidades de las moléculas de un gas en le interior de un recipiente, es un campo L
vectorial de velocidades. La presion en cada punto de la superficie, es un campo escalar

M. Vazquez C. Gravitatorio 2



Campo. Gravitatorio (III) ;Introduccion (II):
campos de fuerzas

Muchos cuerpos, interaccionan sin estar en contacto, la fuerza entre el Sol y la Tierra, entre dos carga eléctricas, o
entre dos imanes . Esta interaccion de fuerzas a “distancia” se explica mediante la idea de campo.

Una masa, o carga, o iman, crea una perturbacion en el medio que lo rodea, que no se pondra de manifiesto hasta
la introduccion de una nueva masa, carga o iman .

En esa region del espacio tendremos definido un campo vectorial scuando la magnitud, depende exclusivamente
de las coordenadas de cada punto en esa region ; se escribe 4= A(x,y,2)

Si esa magnitud, es una velocidad, serd un campo de velocidades, si fuese un fuerza, seria un campo de fuerzas .
El campo gravitatorio, es un campo de fuerzas .

El campo gravitatorio, es un campo de fuerzas centrales ,por que todas las lineas de accion de las fuerzas del
campo, convergen en el mismo punto llamado, centro del campo.

De un campo de fuerzas, se dice que es conservativo, cuando el trabajo que realizan las fuerzas del campo, para
trasladar una particula de un punto A, a otro B, solo depende de los puntos inicial y final , y no del camino
recorrido.

Segtn el apartado anterior, en un campo de fuerzas conservativo, debemos pensar que el trabajo que realiza el
campo a lo largo de un ciclo cerrado es cero

§17" -dr =trabajo a lo largo del ciclo ABA=Trabajo porl+Trabajo porll

=UABF -dr } +[J:13 -df} = (solo depende de las posiciones A y B)= 3
1 b4

|

B — B —
:U F.d,’»} _D‘ F.d,’»} -0 //—/-:
LT A I A Ir

El Campo E\_/' 1

gravitatorio, es Py

trabajo a lo largo de un ciclo
Central cermado nule si f es conservativa

M. Vazquez C. Gravitatorio 3




Cardcter conservalive de una fuerza central,

B

Ei Campo ‘grivhtatoris es un campo conserativo
e et o

Bm

M. Vazquez

¢ Toda fuerza central es conservativa?:

Las fuerzas de m sobre m’, son radiales y dirigidas hacia m. Cualquier
camino de A a B, podra descomponerse en suma de arcos y desplazamientos
radiales .

Veamos el trabajo para pasar m’, de A a B

El trabajo que realizan las fuerzas del campo por el arco de circunferencia, es
nulo, por que la fuerza es perpendicular al desplazamiento, y su producto
escalar nulo. Solo nos quedara el trabajo realizado en sentido radial, que es
igual para todos los caminos que se elijan entre A y B. Por tanto un campo de
fuerzas centrales es conservativo(trabajo independiente del camino)

C. Gravitatorio 4




C Gravitatorio (V): Leyes de
Kepler

una particula sometda a una fuerza

central tiene trayaeciona plana

Velocidad ansolar conslanie

. dA= V|7 xdr| = V3| xidi| =
YA

‘L‘ = |F X m\7| = |F X \7|m.

o : . . dA = / ‘L‘ dt @ / ‘L‘ (cte.)
3* Ley: Los cuadrados de los periodos de revolucion de
los planetas alrededor del sol son proporcionales a los cubos Que es lo mismo que dec1r que la vel. Aerolar
de los semiejes mayores. T? = Cte.R>. \ es constante

M. Vazquez C. Gravitatorio 5



Todos los cuerpos del universo, se atraen entre si con una fuerza que es;
directamente proporcional al producto de sus masas, e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia entre sus centros.

Pero F y R tienen sentidos contrarios; de lo que debo escribir: F = -G

M. Vézquez C. Gravitatorio




Campo gravitatorio (VII), caracterizacion del campo (I): Las fuerzas

*  Son fuerzas a distancia(no precisan de un medio material entre ambas masas para que las fuerzas actiaen).

*  Siempre se presentan por parejas, las masas se atraen entre si, con el mismo médulo y direccion pero de sentidos
opuestos. Son de Accion y reaccion

¢ Sumodulo es: F=G.m m, /R”
*  Sudireccion, es la de la recta que une ambos centros de las masas.

*  El sentido, es del segundo al primer cuerpo. SIRNOAG 0% A AR
'_-.'_-. 111 ":'_-_| r ¢ o 3
P = ~62 1, Fa= -6 0824, Observar el sentido
de ambos vectores unitarios

*El campo gravitatorio terrestre, es un caso particular de la gravitacion universal, referido a la tierra.

*[.lamamos campo gravitatorio, a un vector, que en cada punto del espacio, es igual a la fuerza de atraccion
Newtoniana, ejercida por una masa sobre otra.

*El campo gravitatorio es ESTACIONARIO ( no cambia con el tiempo, es solamente una funcion de punto)

M i dF = GMm(U/r)] =0
r

*El campo gravitatorio es conservativo. La fuerza gravitatoria cumple: |y — §F_di~’ _ rf_ G-

El valor de G=6,67.10"''N.m?/kg?. Es un valor experimental, constante universal

Aunque tal conclusion, se puede extraer sin mas que evidenciar que el campo
gravitatorio es un campo de fuerzas centrales, y por lo tanto conservativo.
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Campo Gravitatorio (VIII):Caracterizacion del campo gravitatorio (IT), el campo
conservativo y la energia potencial

Cuando las fuerzas son conservativas, a cada punto de la trayectoria que sigue la masa en su
desplazamiento por el campo, se le asocia un escalar llamado Energia potencial Como las
fuerzas gravitatorias son centrales, necesariamente han de ser conservativas

EMERGIA POTENCIAL: | 'W“=“’AE; g

La energia polencial mide el trabajo para pasar un cuerpo de un punto a8 otro Cuando al trabajo o 5 el cmmﬁﬁfﬁ-ﬁ} ;
El signo negetivo de ia formula indica
que dicho trabajo es realizade por el propio campo a cosla de disminucion de Enargia

Cuando se afectua el irabajo contra & campo (WD)

Significa un aumento de enargia potencial

o e, ¥ :
P\ B

C @
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Campo gravitatorio (IX); caracterizacion del campo (III): Intensidad del campo gravitatorio

— 2 -ur
£ 2 T —Gﬂz-ﬁr (M = masa de la Tierra)
m r

o viscion o ben 1o direcodn 3o la ectD que e

My P om ol senboo M-2)

(P2

La intensidad del campo “g”, en un punto del
espacio, es la fuerza que actuaria sobre la unidad
de masa situada en ese punto, o bien, es la fuerza,
que la masa creadora, ejerce sobre la unidad de
masa en ese punto

Es obvio, que el campo gravitatorio es radial, y

disminuye con el cuadrado de la distancia. SE
TRATA DE UN CAMPO CENTRAL

Las fuerzas gravitatorias, son siempre atractivas,
disminuyen con el cuadrado de la distancia

M. Vazquez C. Gravitatorio 9



Campo gravitatorio (X): Caracterizacion del campo (IV); lineas de fuerza (1)

*El campo gravitatorio, quedara determinado, para cada punto del espacio, mediante dos

magnitudes caracteristicas :

*La fuerza, que el campo puede ejercer sobre una masa m colocada en ese punto.

*El trabajo, que esta fuerza puede realizar.

+Si esta masa m, que llamaremos “de Prueba”, vale la unidad; entonces estas dos magnitudes
caracteristicas se llaman respectivamente:

* INTENSIDAD DEL CAMPO (SIMPLEMENTE CAMPO), Y; POTENCIAL

¥ | Wi
.-M' [ .. -
. o
Campo graviatono
Crepdo por unam
MALS puriual

\l/\\“

Beprareesd poave gl O Grirdedcns Lrmarn o Eustrs

e S

e

S

Campo gravisaton Craacto
PO Un SiStema de don
masas puntulles iguales

M. Vazquez
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*Para representar el campo, se conviene en asociar su valor en un punto, al nimero de
lineas de fuerza que atraviesan la unidad de superficie.

*Pueden ser cerradas(Campo Magnético), y abiertas(campo gravitatorio y campo eléctrico).

*El sentido de recorrido de las L de F, y el vector que representa el campo coinciden en cada punto.

Las lineas de fuerza no se pueden cortar, pues si asi fuese, a cada punto del espacio podrian corresponder
dos o mas valores de “g”, con lo que el campo no estaria univocamente determinado. (recordemos que es
una funcion de las coordenadas del punto y por tanto posee un valor unico para cada punto del campo)

M. Vazquez C. Gravitatorio 11




Campo gravitatorio (XII):Flujo del campo gravitatorio

El campo gravitatorio en un punto, conviene en representase, por el nitmero de lineas de
fuerza que atraviesan normalmente la unidad de superficie localizada en ese punto.

» Si las lineas de representacion son paralelas, el campo es uniforme
* En los puntos o zonas donde la L. de F. se juntan, el campo es mas intenso.

* Se define FLUJO del campo a través de una superficie elemental, como el nimero de
lineas de fuerza que atraviesan esa superficie; su valor es el producto de la intensidad del
campo por la superficie Normal al campo

S1 d® es el flujo elemental que atraviesa dS, escribiré: dd =g-dS=g-dS-cosa
y el flujo através de una superficie finita :
Campo uniforme; superficie D — J' 5.dS = j s
que forma un angulo o a >

o i

Campo uniforme y superficie plana
normal al campo

Superficie cualquiera y
campo variable

Wi
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Campo gravitatorio XIII: Principio de superposicion

M. Vazquez

Segun el principio de independencia de las
fuerzas, cuando un cuerpo esta sometido a la
accion de varias fuerzas, el efecto resultante es
igual a la suma de los efectos que
experimentaria, si estuviera sometido a cada una
de las fuerzas individuales.

Una distribucion discreta de masas puntuales
(m;,m,,m;.....m,), €s un conjunto de puntos
materiales que pueden contarse. Discreto se
opone a continuo. En una distribucion continua
no se puede hablar de dos puntos consecutivos;
es decir dados dos puntos cualesquiera , entre
ellos existen infinitos puntos.

Si tengo una distribucion discreta de masas
(m;,m,,m;.....m_),que ocupan las posiciones
dadas por los vectores (r,r,,r;,.....I,.), la fuerza
ejercida por el conjunto de todas ella sobre una
masa puntual m, situada en una posicion P,
definida por el vector r, es :

F = Z F,; F, eslafuerza ejercida por m, sobre m.
i=1

] ) _F n F no
y la intensidad del campo serd :g = —=> —=>"g,
m - Gioom i-1

C. Gravitatorio 13



g'= 0.27 mis’ t!!

£ H,__ ) 3_}-*. S6M

38 400 Ky

Variacion de la gravedad con la
altura

nasa esluviese concentiada en al
centro de (a psfera de masa m
' p
4
—————————— =
r
~ m _ . L. .
g =-G —u, ;para el caso de la tierra el campo es maximo al nivel del mar, r = R ;
r

la relacion modular para este caso es :

M
g, =G—L =98m/sg’;Obviamente con la altura h, tendré que :
T
M, . .. L .
g, = GW; Para relacionar lo con g,,divido las ultimas expresione s:
+
t
MT
gy _ (Rt+h)2_ R; —g. =g i
g gMr R+ T TR +h)

T

M. Vazquez
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Campo gravitatorio XV: Campo en el interior de la superficie terrestre

Para el caso del interior de la tierra:
Debemos de hacer dos consideraciones :

La gravedad se debe a la masa de la tierra por debajo de p
La densidad de la tierra la supondremos constante

vanacidn de g con la profundsdad

En la figura, se representa la variacion del
campo gravitatorio en el interior y exterior
de la superficie terrestre. Partiendo de cero
en el interior del planeta,(pensemos que la
contribucion de masa es nula) el modulo de
la intensidad aumenta hasta llegar al
maximo en la superficie, a partir de donde
disminuye con el cuadrado de la distancia
hasta hacerse cero en el infinito

M. Vazquez

4
3
KZT:G T.A'z'RT =Gp, 4
RT RT
r =R, — p(p = profundidad)

8 =0 3-7-R;

4
%- -
g= Gr—nz =Gp; - e =Gp; % ﬂ__r.Si ahora divido ambas:

—o T
g goﬁgT

g
'\Hr
L] =
.--'/ ]
g GH;

Al ser negativo g se sitia por debajo del eje
(0),¢
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Para recordar:

Un campo de fuerzas centrales es conservativo

En un campo conservativo, deciamos que el trabajo solo depende de los estados inicial y final y no del camino recorrido.
Analicemos el punto de partida:

Supongamos que se deja caer verticalmente un cuerpo desde el punto A al punto B . Partiendo de la idea de que SIEMPRE QUE SE
REALIZA UN TRABAJO SE HA PRODUCIDO EN IGUAL CANTIDAD UNA VARIACION DE ENERGIA.

El cuerpo cae, y el campo gravitatorio terrestre realiza un trabajo W. La transformacion de energia correspondiente nos la
proporciona el teorema de las fuerzas vivas:

WAB:AEC:ECB-ECA. . . . . . . . .
Ahora se trata de subir el cuerpo de B a A a v=cte.. No hay variacion de E., pero si ha habido trabajo, y por tanto una variacion de
energia.

A esta nueva energia la llamaremos energia potencial W ,g=-AE,= -Wp, (1)

Podré, por lo tanto escribir:

AE=E g-Ecp= - -AEp=- (Epg — Epy) , es decir :Eq,+Ep =Eg+Ep,; que es en definitiva, el principio de conservacion de la
energia -

La energia potencial, s6lo puede definirse en campos conservativos

La Energia potencial, mide el trabajo necesario para trasladar un cuerpo de un punto a otro. Cuando el trabajo lo realiza el campo es
positivo(W>0). El

. Cuando el trabajo es realizado por agentes externos contra el campo (W<0) significa un aumento de
energia .
De la definicion, se deduce que solo pueden ser medidas diferencias de energia, y no valores absolutos de energia potencial en un
punto . Aunque siempre podremos elegir “Arbitrariamente “ un nivel cero de energia potencial . En general,lo elegimos
suficientemente alejado del centro del campo para que dejen de notarse los efectos de este , es decir, el infinito (c0)

— La energia potencial gravitatoria es siempre negativa, esto se ~———
| ‘ explica por que el trabajo que realiza el campo, es igual a la
disminucion de energia potencial. Por tanto, si inicialmente,
una masa libre de la accion gravitatoria tiene Ep=0. Al
introducirse en el C. Gravitatorio, su E; se hara negativa

El sscenns de B 6 A & veole ae *rl.'l PN

W Iraba R0 Gud S0 EEOCE B UnE vanscksn oo Eneagl

M. Vazquez C. Gravitatorio 16



e Vamos a encontrar el Valor de la
Energia potencial gravitatoria.

« El campo es conservativo , lo que
implica que :

W = | F-di =-AE,;

B - . B M -m =
Ep—Ep=[ F-di=[-G- i, - dF
El trabajo no depende del camino ;escogemos  una trayector ia radial para simplifica
= i Bdr |
u,-dr.=u,-dr -cos 0°= dr; por lo tanto :E,, — E,, = —-GMm JA—Z: -GMm | - —| .
r rl.,

P :(_GMm

PB
rA

HE

GMm GMm
E by :[_ J y E b :(_ ]

Ty T'p

r calculos

J. Si identifica mos ambos miembros de esta igualdad tendré

oravitatoria II

Parece 16gico asignar un valor cero de energia potencial un punto tan alejado del campo que no se notan

los efectos de este . A este punto le llamaremos el infinito

Podré entonces definir la energia potencial en un punto del espacio A si

Yy —> ©

EPA

con lo que nos quedara :

__GMm o en general: {E p =

ry

GMm

7

}

€629

La energia potencial en un punto “p

infinito

es el trabajo necesario, contra las fuerzas del
campo, para trasladar ( a velocidad constante)la masa m, desde el punto hasta el

M. Vazquez C. Gravitatorio
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Campo gravitatorio XVIII Algunas consideraciones sobre la energia
potencial gravitatoria(IIl):

La Energia potencial gravitatoria es siempre negativa. Esto se explica por que el trabajo del campo (el
que realiza el campo) es igual a la disminucion de energia potencial.

Pero cuidado : La energia potencial gravitatoria puede ser negativa o positiva dependiendo del origen del
sistema de referencia considerado. Es decir que cuando utilizamos la expresion E,=mgh, para puntos
proximos a la superficie de la tierra la energia potencial tiene un valor positivo. Por el contrario, en la
expresion E,=-GMm/r la energia es negativa supone el origen de energias en el infinito Pero esta
aparente contradiccién conduce al mismo resultado porque si un cuerpo se aparta de la superficie
terrgs%[‘re' el valor de su energia aumenta al disminuir el cociente GMm/r, que como es negativo aumenta
en definitiva.

Otro punto de vista:

La energia potencial gravitatoria de una masa m es el trabajo realizado por las fuerzas del campo para
llevar la masa m desde el infinito al punto, cambiado de signo, E,= -W* (hecho por las fuerzas del
campo).

La representacmn de la Energia potencial gravitatoria en funcion de la distancia E, =f(1/r),=cte.1/r. Y la
representacion es:

~\

Representacion de la E pot gravitatoria

infinito

0
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Es un concepto clave en la descripcion del campo gravitatorio. Representa la energia potencial

por unidad de masa(1lkg.) colocada en un punto del campo.
De lgual forma que esta, es un escalar El trabajo para transpotar la unidad de masa de A a Bsera :

B = =
EJAF_"”: Bﬂ.d;:_[jg.d;

m m Am

A este trabajo le llamamos diferencia de potencial gravitatorio y se representa por

B—»
V=V, = g-dr

La diferencia de potencial gravitatorio entre los puntos A y B, es igual al trabajo realizado por el campo
gravitatorio, para trasladar la unidad de masa de A a B.

D la misma forma que en el caso de la energia, carece de sentido hablar de valores absolutos de potencial,
solo de diferencias de potencial . Aunque se puede asignar un valor cero de potencial fijando el origen de

i g . Para el calcul
poten01ales en el infinito, | ¢ calevle

B _ B M
V, -V, =Lg~dr =_[A—Gr—2~u
Elegimos
w,-dr.=u, -dr -cos 0°= dr.

7

trayector

Iy

del potencial

ia radial como en el caso de la ernegia,

gravitator

-dr.

7

por tanto

r

i0 en un punto

creado

y tendremo

M. Vazquez
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por la masa puntual M, tendré

s, como alli :

B Rapresentacsin dal pot gravitatono
VA—VB=—GMJBd—r2=—GM[—1—:| oM | (-
Ar L Fy rg v
Fijemos el origen de potencial en el infinito. sir, — o
VA=—G£yen general V=—G£
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Campo gravitatorio XX: Consideraciones sobre el potencial ; superficies

equipotenciales

« Una vez definido el potencial, estamos en condiciones de representar el campo gravitatorio
mediante las conocidas lineas de campo y lo que llamaremos superficies equipotenciales,
que no son mas, que el lugar geométrico de los puntos que tienen el mismo potencial .

« Como el potencial es una funcion de punto, el lugar geométrico de los puntos que equidistan
de uno fijo(centro de la masa creadora del campo), es una esfera, con lo que las superficies
equipotenciales, seran esferas concéntricas con este mismo centro el de la masa originaria

del campo gravitatorio.

* Sobre una superficie equipotencial, se verifica que el trabajo para trasladar una masa de un

punto a otro es nulo:
 En efecto:

W=Es(r)—Ep(ry)=mV,—mV,=m(V,-V;)=0 Pues:V, =V,

Ademas : encontraremos que g y la superf. equip. son perpendiculares

W, .z =Jfﬁ'-d;7=0 de lo que se deduce que : F L dF

El tra bajo dasde A a B 0% nulo

--'M"! ¥ O son porpeniculares

M. Vazquez C. Gravitatorio
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Campo gravitatorio XXI: Consideraciones sobre ¢l potencial (II); superficies
equipotenciales, principio de superposicion

» Otra forma de verlo : si g, no es perpendicular a la superficie equipotencial, deberia existir una
componente tangencial de g, y por tanto de F, con lo que W 5 no seria nulo, ya que existiria
fuerza en la direccion del desplazamiento a lo largo de la superficie, y por tanto trabajo.

* El campo tiene el sentido de los potenciales decrecientes

« Esta afirmacion se deduce del hecho de que; si la masa se mueve bajo la accion de las fuerzas
del campo, realiza trabajo a expensas de su energia potencial, por lo que esta y su potencial
disminuyen.

« Las superficies equipotenciales nunca podran cortarse; si asi fuese, en el punto o linea de corte,
el potencial no estaria univocamente determinado, (podriamos tener dos o mas valores del
potencial para el mismo punto del campo, y hemos de recordar que es un escalar que depende
de la distancia al punto)

Las lineas de fuerza, hemos de trazarlas de modo, que el
vector g sea tangente en cada punto a las lineas de campo,
y con el mismo sentido que estas.

Si tenemos en cuenta los resultados anteriores, referidos a
la perpendicularidad de g y la superficie equipotencial, y
teniendo en cuenta que el potencial toma el mismo valor a
la misma distancia, obligado es, que las superficies
equipotenciales sean esferas concéntricas

En el caso de existir varias masas puntuales se cumple el principio
de superposicion:

El potencial gravitatorio resultante es la suma de los potenciales
debidos a cada una de las masas

M. Vazquez C. Gravitatorio




Campo gravitatorio XXII: Determinacion del campo teorema de Gauss

M _ .
R

®:I§~d§:I—G —Gﬁz'jﬁ,-dgz Sobre la esfera
S S R S

el valor de r es constante, e igual a R. El vector unitario u_, y el vector representa tivo

de la superficie (normal y hacia afuera de ella) dS, son paralelos, por tanto :

M

ii -dS =u_-dS-cos0°= dS;por lo tanto ® :—G%-J‘dS :—GFS
S

Pero S=4-7-R* por lo que en definitiva :{d):—47r-G-M}:
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Campo gravitatorio XXIII: Aplicaciones del teorema de Gauss (I)

= r
g-dS=g-ds-cosl80°=—g-dS i
— ﬁ, ->_ i . —_ = — . . . 2
@-Lg dS—L g-dS = g'[st— g-4-7-r I
Si ahora aplico el teorema de Gauss, tendré : 1\
®O=—4-7-G-M=~-g-4-7-r*; ypor lo tanto g=GM2 "‘-\ ..-;
r
M ~ = -~
en forma vectorial: g =-G—u, :y para el potencial procediendo de la misma forma: e -
r
o o M o M o gy M
V=|gdr=|\ -G—-i -dr=| -G—-dr=-GM| —=-G—
Jgd=[-cFu = -65 [ 7=-05
recordemos
dl/ry=-1/r"
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Campo gravitatorio XXIV: Aplicaciones del teorema de Gauss(II)
campo gravitatorio en el interior de la Tierra

Campo en el interior
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Campo gravitatorio XXV: La energia potencial en la Tierra

* De lo que tratamos ahora, es de comprobar que la ecuacion AE,=m.g.h es correcta, partiendo
de la conocida expresion de la energia potencial: Ep=-GM pnl/r.

» Hasta ahora, hemos calculado la E, de una masa m, en las proximidades de la superficie
terrestre, mediante la E,=mgh, segun la cual E;=0, si h=0; ademas, consideramos g
constante a cualquier altura de la masa m

Ap - Mem (GMym)_ oo (1L \_ o Rpth-R,
" R +h R, "R, R, +h " R(R, + 1)

R}h R, h .
=g, -m-——=g,m——— = (solamente,si h es << frente al R .. )podré poner R, + 7 = R
8o RT(RT"‘h) 8o R +h ( )P p 7 7

T
y en tal caso la expresion es correcta

A medida que la masa de prueba, se aleja del centro del campo, su energia potencial aumenta, hasta que en el infinito,
seria maxima. Aunque la formula deducida no es valida, se trata de una extrapolacion aceptable.

El aumento de E,, equivale al trabajo realizado por un agente externo.

En cualquier caso, E, vale lo maximo en el infinito, independientemente del valor cero asignado al sistema de referencia

Para aplicar correctamente la formula AEp=m.g.h hay que tener presente : — 8

. Que solamente representa variaciones de energia . Por tanto solo
tiene sentido, cuando se establece un nivel de referencia especifico
para cada caso.

. Que dicha formula solo vale, mientras la fuerza gravitatoria
permanezca constante, es decir, mientras los desplazamientos sean
pequefios comparados con el radio de la Tierra
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Campo gravitatorio XX VI: Movimiento de satélites y planetas, aplicaciones de la ley de
gravitacion universal

Comencemos por conocer algunas de las constantes que se utilizardn el la resolucion de ejercicios
correspondientes al movimiento de satélites : G(cte gravitacion) =6,67.10°'!; M(masa
tierra)=5,98.10%%g.; Ry(radio tierra)=6,37.10°m.. r=R+h; h=distancia al punto, P, desde la
superficie. u= vector unitario que une el centro de la tierra con el punto, cuyo sentido es del centro de
la tierra al punto, P

CAMPO GRAVITATORO TERRESTRE

fuerza gravitalonia

Enurgta e ecaie viiocidad 4o ascape
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Campo gravitatorio XX VII: Movimiento de satélites y planetas (II)

Las energias, en superficie, y a la altura h, han de ser iguales

M, m
Esup = Ecsup +EPsup =%m'vL2 +(_G RT j
T

v, = velocidad de lanzamiento para el escape de la atraccion gravitatoria

La energia a la altura "h" tendra el mismo valor, y serd :

E,=E, +E, =0+| -G2"
R, +h

ya que la velocidad, una vez alcanzada la orbita, es cero (v, = 0).
De igualar ambas expresiones tendré:

ym-vL2+ —GMTm =|-G Mym
2 R R, +h

T

De donde puedo obtener v, =_[2GM , 11 .
R, R, +h

Si lo queremos sacar de la influencia del campo gravitatorio, tendré que hacer (h — o)

2
de donde : v, (vel.de escape) = / 2C;MT = ’ 2g1;RT =2g,R, =11,2km/ sg.
T T
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Campo gravitatorio XXVIII: Movimiento de satélites y planetas (111)

*  Para que un satélite gire en una orbita circular alrededor, pongamos de la Tierra, debe de estar sometido a

una fuerza centripeta.

. sta fuerza centripeta serd suministrada por la atraccion gravitatoria que ejerce sobre el satélite. De esta
consideracion podremos obtener la velocidad orbital. Y el periodo de revoluci(’)nl

Esta ultima ecuacion, la puedo escribir en

funcién de la gravedad terrestre g,

M / R;
=G—L;entonces:v. , = I
8o R; orb 8o R +h

M. Vazquez

Para obtener el periodo de revolucion ,
tendremos que dividir la longitud
de la oOrbita, entre la velocidad orbital

2. 2. s . .
= = " . valida para cualquier planeta o satélite

orb GMT

r

T

O bien, en funcion de la gravedad terrestre g,

3
o 2R +h) o /(RT +i;)
goR; goR7

R, +h
Si observamos  esta ultima expresion, podremos poner :
7= 4z’ .
=
oty

Donde R, puede ser el radio de la tierra, o el de giro del cualquier satélite :
es decir : 77 = Kr?;

que se trata de la expresion de la tercera ley de Kepler

L3tk e georslACIOnars
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» Sumaremos las energias potencial y cinética en la orbita

La energia en la orbita es igual y de signo contrario a la E- en al orbita

Las orbitas geoestacionarias, corresponden a altitudes elevadas(en torno a los
36.000km. , por tanto, los satélites, no pueden obtener imagenes de alta
resolucion de la tierra. Son drbitas ecuatoriales, y se usan principalmente para
aplicaciones meteoroldgicas y de comunicaciones.

Las orbitas da baja altitud (entre 600 y 1200 Km.) se llaman
HELIOSICRONICAS, por que el plano de la 6rbita, tiene una orientacion fija
respecto del Sol. Pueden obtenerse iméagenes de alta resolucion, se utilizan para
la observacion de la tierra y analisis de recursos
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Campo gravitatorio XXX: Movimiento de satélites(V)
Energia de puesta en orbita

Para colocar en oOrbita un satélite artificial, necesitaremos una energia para llevarlo, desde la superficie a la
altura h.

Necesitaremos una energia potencial, para vencer las fuerzas conservativas del campo y colocarlo a la altura h.
Necesitaremos ademas un energia cinética, para que permanezca en la orbita, con la velocidad orbital.
Newton nos lo contaba asi:

“Cuanto mayor sea la velocidad con la cual se lanza una piedra, mas avanza antes de caer en la tierra . Por
tanto, podremos suponer que la velocidad pueda incrementarse tanto, que describa un arco de
1,2,5,10,100,1000 millas antes de llegar a la Tierra, hasta que finalmente ,sobrepasando los limites de ella,
debe pasar al espacio sin tocarla”.

Podremos idear el experimento, suponiendo que subimos el satélite a lo alto de una torre de altura h, desde la
cual disparamos el proyectil o satélite con un enorme cafion, al que dotaremos de suficiente velocidad para que
permanezca en la orbita (velocidad orbital).

La energia de puesta en orbita
la obtenemos del principio de conservacion
Enecesaria + Epot.sup erf. = Ec.enorb[t + Ep.alturah
circunferencia E " _GMTm =lm-v2 _GMTm
necesaria orb
R, 2 R, +h
1 M. m M_m
E necesaria =3 G L + G L
2 R, +h R,
S elipee
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Campo gravitatorio XXXI: Movimiento de satélites (VI):Consideraciones sobre la
velocidad en la Orbita

La colocacion en la orbita se realiza en dos fases, la primera se lleva a una altura h mediante cohetes.
Desde esta h se impulsa con velocidad v,

Una vez que hemos colocado el satélite en orbita, discutiremos sobre la posibilidad de que la velocidad
sea mayor, o menor que la velocidad orbital,:

Sea v, la velocidad del satélite en la orbita; v, la velocidad en al orbita circular

oc?

S1 v <v,.; necesariamente ha de caer hacia la tierra.
Si v, =v,; el satélite describira una orbita circular.
Para v >v_, la Orbita descrita serd una elipse, que aumenta su excentricidad a medida que aumenta v,

Si v, es suficientemente grande,el eje mayor de la elipse, se hara infinito(se convierte en una parabola);
a tal velocidad le llamaremos velocidad de escape de la orbita , y el satélite tendra una energia nula en el
infinito; es decir, :

M m TIPQS DT ORBITAS
Einicial = Eco + E = 1/ zmvescapeorbta - G R 7 Para que Hegueal oo con E nl’ﬂa (E = 0) o .-'I: T
! Siv>>v_;la Uil
2GM, \/— \ =
esdecir: v, =,/ orblta seria una A R
T +h ., r}r .
En orbitasparabolica, la energiatotal del satéliteen el infinito,es cero,siendocero hlperbola, y £ - ,f-'-
la potencialen la 6rbita, y mayorque cero, la cinética,hasta que se anulaen el infinito. 1legaria al n
Se ha de observarquela velocidadde escape,desdeuna orbitacircular, infinito con \#
esv2 vecesmayor,quela velocidaden esa orbita velocidad >0
"Fardbola " Ehpse
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Campo gravitatorio XXXII: Movimiento de satélites(VII),Modelo del pozo
gravitatorio

Par entender la velocidad de escape, se utiliza el”Modelo de pozo gravitatorio™.

Encontrarnos sobre la superficie de la tierra, equivale a encontrarnos en el fondo de un pozo, de varios miles
de km de profundidad .

Si queremos viajar al espacio interplanetario, debemos de salir de este pozo, a un plano horizontal llamado
espacio libre gravitacional. Coincide con el nivel cero de energia potencial.

Se considera que un cuerpo escapa de la atraccidon gravitatoria terrestre, cuando llega a una distancia infinita
de la tierra (E;=0), con velocidad nula(E=0). La velocidad, es la de escape (ver diapositiva anterior).

Como el producto E,.r= -(GM m/r).r=GM;m =cte. qulere decir, que la curva que representa dicha figura, es
una hipérbola equllatera que engendra una superficie conica de generatriz curva, si girase entorno a un eje
vertical, como en la figura :

Dicha superficie, representa el pozo gravitatorio en el que estamos inmersos, y determina las orbitas circulares
o elipticas de los satélites .

Si construimos un dispositivo asi, encontrariamos, que el tipo de orbita, se obtiene modificando la velocidad
inicial de una canica que simule el satélite, y que lanzaremos siguiendo la curvatura del pozo

Masas que ;Eelwman
el espacio-tiempo

. ag‘w, .

; . : Greifica del pozo de E_ del expra-
- _/,-"'"h' T i guee Foded a g s A cemmrrer T de

Deformacion del | T T

espacic-tiempo Méviles
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Campo gravitatorio XXXIII: Epilogo (I) :Gigantes a hombros de gigantes

Copérnico /

TychoBrahe
Kepler

M. Vazquez

Es el deber de un astronomo, componer la historia de los
movimientos celestes a través de la observacion cuidadosa
y experta.Entonces,...entonces debe concebir y trazar, ya
que no puede de ninguna manera llegar a las verdaderas
causas, hipotesis tales, que siendo asumidas, permitan que
los movimientos sean calculados correctamente a partir de
los principios de la geometria.... Por consiguiente, no
quiero ocultar a vuestra Santidad que lo unico que me
impulso a buscar otra forma distinta de deducir los
movimientos de las esferas, fue el echo de que no existe
acuerdo entre las investigaciones de los diferentes
matematicos.(Nicolas Copérnico;1473-1543. De
Revolutionibus Orbium Coelestium).

Justo es, en esta situacion, Mencionar a Tycho
Brahe(1546-1601), cuya aportacion a las posteriores
teorias fue crucial, debido a las cuidadosas medidas de
distancia a los planetas y periodos de revolucion de los
mismos, desde el observatorio que instalé en su propio
castillo, y de cuyas observaciones y hospitalidad, se sirvio
Kepler para asentar su teoria heliocéntrica
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Campo gravitatorio XXXIV: EPILOGO (II): GIGANTES A HOMBROS DE GIGANTES

*Concluye Nicolds Copérnico (1525)“Verdaderamente ;quién podria situar esa luz en otro lugar mejor que en el que
aquel, desde el que puede iluminarlo todo a la vez” ;No se atrevi6 a publicarlo! Posteriormente, Galileo que se expresa
con los siguientes comentarios: Nunca podré admirarlos lo suficiente( Se refiere a Copérnico y a sus seguidores), mediante
pura fuerza de intelecto, rifieron hasta tal punto con su sentido comun, como para preferir lo que les dictaba la razon,
a lo que la experiencia responsable les mostraba claramente.

* En el auto de acusacion de Galileo, la Iglesia declar6:

*“La doctrina de que la Tierra no se halla en el centro del universo, ni que estd inmévil sino que gira, incluso en una rotacion
diaria; es absurda, es falsa desde el punto de vista psicologico y teologico, y constituye, cuando menos una ofensa a la fe”.

*Galileo respondid: Se condena la doctrina que postula que la Tierra se mueve y el Sol esta fijo, por que las escrituras
mencionan en muchos pasajes, que el sol se mueve, y la tierra permanece fija. Afirman los piadosos que las escrituras
no pueden mentir, pero nadie negara que con frecuencia son abstrusas y su verdadero significado dificil de
comprender; su importancia va mas alla de las meras palabras. Opino que en la discusion de los problemas naturales,
no deberiamos empezar por las escrituras, sino por los experimentos y las demostraciones.

*Posteriormente Galileo ha de retractarse de tales afirmaciones, y confesarle a sus mas intimos ,y al oido después del
proceso, que: sin embargo se mueve.

* Desarrollar valores y actitudes propias del pensamiento cientifico, como la busqueda de informacion, la curiosidad, la
capacidad critica, el trabajo sistematico, y riguroso, el cuestionamiento de cualquier interpretacion, y una actitud tolerante y
no dogmatica, todo ello forma parte de los procedimientos de la ciencia. En contra de ello; Creo que merece la pena destacar
aqui un comentario de Robert Cardinal Bellarmine, principal te6logo del Vaticano, a principios del S. XVII “Afirmar
que el Sol se halla fijo en el centro de los cielos y que la Tierra da vueltas muy rapidamente a su alrededor, es algo
ciertamente peligroso”. Concluye afirmando: “La libertad de pensamiento es perniciosa, no es mas que la libertad de
estar equivocado”

*;Qué dificil era construir entonces el conocimiento!.

* En la actualidad, los avances en este campo son mas que considerables, es por esto que el nuevo S.E. se configura" en un
tiempo en que no se empieza por las escrituras."

*Comparemos la situacion de entonces, con este otro comentario de Stephen W. Hawking;” El progreso de la raza humana,
en la comprension del universo, ha creado un pequeiio rincon de orden, en un universo cada vez mas desordenado.”
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El modelo aristotélico, es Geocéntrico
tiene un vigor, de mas de 18 siglos.

El modelo de Ptolomeo, explica el
aparente movimiento retrégrado de los
planetas como el Marte, que se aprecia
en la imagen.Se trata de un modelo
geomeétricamente complejo, aunque
plagado de aciertos. Los planetas
describen una orbita principal llamado
Deferente y circunferencias secundarias
(Epiciclos),a lo largo del Deferente.Las
ideas de Ptolomeo se recogen en su obra
el Almagesto

El modelo Copernicano es heliocéntrico
explica, de forma mas sencilla el
movimiento de los planetas
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Campo gravitatorio XXXVI: EPILOGO (IV) GIGANTES A HOMBROS DE

GIGANTES: Desde Newton a Hawking(I)

* Newton en su libro Principios
matematicos de filosofia natural,(en su
tiempo asi se llamaba la Flslca)recoge
el mayor compendio de mecanica
jamas concebido. Gracias a sus
descubrimientos, y en particular la ley
de gravitacion, entendemos el =
movimiento de los planetas, satélites, el e e
cometas. Para medir G

¢ Reconoci6 su deuda con sus
predecesores en la famosa frase ”Si he
visto mas alld que el resto de los
mortales es por que me subi a
hombros de gigantes”, como Kepler ,
Galileo y Copérnico
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Campo gravitatorio XXXVII: EPILOGO (V) GIGANTES A HOMBROS DE

GIGANTES: Desde Newton a Hawking(II)

* Hace falta llegar al siglo XX, para explicar
fendmenos del microcosmos para los cuales
la mecanica de Newton es insuficiente.
Entraremos, en la mecanica Cuantica

» Surge la figura de otro de los grandes genios
Albert Einstein, que en su teoria de la
relatividad arroja una pizca de luz sobre el
conocimiento . Es el origen de la mecanica
relativista

* Y es preciso llegar a los albores del siglo
XXI para adentrarnos en el conocimiento
del universo, Fisicos como Hawking, pelean
el la actualidad para encontrar las respuestas
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Formulario de gravitacion

Rev. concepto de trabajo

W:ﬁﬁﬁ

Teorema de las F. Vivas

W=AE,

Trabajo y E, W= Fdi =E, ~E, =-AE,
3?2 Ley de Keppler T2=Cte.R3

= M.m _ _
Ley de gravitacion F=-G—3,; G=667.10"
Intensidad del C. Gravitatorio g= —Gﬂz-ﬁ,

Flujo del C. Gravitatorio

Principio de superposicion

Variacion de g con la altura

(R, +h)
Variacion de g con la profundidad £= &0 FRT
Teorema de Gauss {©=-47-G M}

GM,
Energia Potencial gravitatoria {Ep == rm}

Potencial gravitatorio

M. Vazquez

C. Gravitatorio
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Formulario de gravitacion 2

Velocidad de escape de la tierra

2
v, (vel.de escape)= /ziMT = 2gl§RT =./2g,R, =11,2km/sg.
T T

vesc.orb. = RT +l’l -

2
I 1 _ MT Vv = RT
Velocidad Orbital v, =G - =V R
. g Az R, +h)
Periodo de revolucion r? =" T=27T\/( : Rz)
goR; 8oltr
E. De un satélite en orbita __GMm E,. =1/2E, . =-E, .
estacionaria T2 (Ry + ) ' o B
1 . M. m M _m
y . = __G T + G T
E. De puesta en Orbita recsrie =~ TR R,
_ - 2GM
Velocidad de escape de la Orbita L =2y,

M. Vazquez
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